Algoritmos e Estruturas de Dados 1 (AED1)
Recursao, problema do maximo, crescimento de funcoes

"Talvez o mais importante principio do bom projetista de algoritmos seja se recusar a
estar satisfeito" - Aho, Hopcroft e Ullman, the design and analysis of computer
algorithms, 1974.

Problema do maximo

Defini¢ao:
e Dado um vetor v de inteiros com tamanho n,
o devolva o valor do maior elemento deste vetor.

Ideia de uma abordagem recursiva:

e Tome um elemento arbitrario do vetor.

e Encontre recursivamente o maximo do subproblema
o que contém os demais elementos.

e Compare o elemento tomado com o maximo do subproblema
o e devolva o maior deles.

e Observe que se o subproblema tem apenas um elemento,
o entdo ele pode ser resolvido diretamente.

Algoritmo recursivo que reduz o vetor pelo fim.
int maximoRend(int v[], int n) {

int x;
if (n == 1)
return v[@];
X = maximoRend(v, n - 1);
if (x > v[n - 1])
return Xx;

return v[n - 1];

Algoritmo recursivo que reduz o vetor pelo inicio.
int maximoRbegin(int v[], int inicio, int n) {
int x;
if (inicio == n - 1)
return v[inicio];
X = maximoRbegin(v, inicio + 1, n);
if (x > v[inicio])
return Xx;

return v[inicio];
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int maximo(int v[], int n)

{

return maximoRbegin(v, @, n);

Eficiéncia de tempo:
e Qual a ordem do numero de operagdes dos algoritmos recursivos?
o Daordemde n, i.e., O(n), pois cada chamada da fungao
m realiza um numero constante de operacdes locais
o e desencadeia no maximo uma chamada recursiva
m na qual o tamanho do subvetor é reduzido em uma unidade.
e Quiz1: Resolver a recorréncia T(n) =1 + T(n-1) com T(1) = 1.

Eficiéncia de espaco:
e Qual a quantidade de memdria auxiliar utilizada?
o Nesse caso é igual a eficiéncia de tempo, i.e., O(n).
e Isso acontece porque cada nova chamada recursiva
o utiliza algumas variaveis auxiliares locais,
e que sdo colocadas na pilha de execucgao e s6 comegam a ser liberadas
o depois que a ultima chamada é resolvida.

Ideia de uma abordagem iterativa:
e Percorra o vetor da esquerda para a direita,
o mantendo numa variavel auxiliar
m 0 maior valor do subvetor ja percorrido.

Algoritmo iterativo.
int maximoI(int v[], int n) {

int max, 1i;

max = v[0O];

for (i = 1; i < n; i++)
v[i])

v[i];

if (max

A

maXx

return max;

Invariante e corretude:
e Qual o invariante principal do algoritmo iterativo?
o No inicio de cada iteracdo temos que
m max armazena o maior valor do subvetor v[0 .. i - 1].
e Observe que, ao final do lago, quando i = n,
o o invariante garante que max é o maior elemento do vetor.

Quiz2: se houver mais de uma repeticdo do maior elemento,
o o algoritmo devolve o mais a esquerda.
e Aponte duas maneiras de fazé-lo devolver o mais a direita.
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Eficiéncia de tempo:

e Qual o numero de iteragdes em fungéo de n?
o Eigual an, pois o lago comecacomi=1evaiatéi=n-1.

e Como o numero de operagdes realizadas em cada iteragao é constante,
o o numero total de operagdes é proporcional a n, i.e., O(n).

Eficiéncia de espaco:

e Qual a quantidade de memoaria auxiliar usada?
o 0O(1), pois a fungédo possui um pequeno numero de variaveis simples.

Quiz3: qual a eficiéncia de pior caso do seguinte algoritmo recursivo?
int maximoR(int v[], int n)

{

int x;

if (n == 1)
return v[0];

if (maximoR(v, n - 1) > v[n - 1])
return maximoR(v, n - 1);

return v[n - 1];

e No pior caso ele leva tempo O(2”n), pois cada chamada da fungao
o pode dar origem a duas chamadas recursivas.
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e Isso torna esse algoritmo muito ineficiente, embora
o ele esteja correto e, conceitualmente, seja muito parecido
m com o primeiro algoritmo recursivo que estudamos.
e Para além da intuicdo da figura anterior,
o esse resultado deriva da resolu¢do da seguinte recorréncia
m T(nN)=2T(n-1)+1comT(1)=1
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Resolvendo a Recorréncia: T(n) =2T(n-1)+1e T(1) = 1

Expandindo:

e T(n)=2T(n-1)+1
T(n-1) = 2T(n-2) + 1
T(n-2) = 2T(n-3) + 1
T(n-3) = 2T(n-4) + 1

Substituindo:

e T(n)=2T(n-1) +1
T(n)=2(2T(n-2)+1)+1=4T(n-2) + 3
T(n)=4(2T(n-3)+1)+3=8T(n-3)+7
T(n)=8(2T(n-4)+ 1) +7 =16T(n-4) + 15

Arrumando:

e T(n)=2MT(n-1)+2M -1
T(n) =22 T(n-2) + 272 - 1
T(n) =223 T(n-3) + 273 - 1
T(n) =274 T(n-4) + 24 - 1

Generalizando:
e T(n)=2"N T(n-i) + 2"i -1

No final:
e n-i=1=i=n1
e T(n)=2"n-1) T(n - (n-1)) + 2*(n-1) - 1
e T(n)=2"n-1)T(1) +2*n-1)-1
e T(n)=2n-1)+2%n-1)- 1
e T(n)=2"n-1=0(2"n)

Algoritmos e Estruturas de Dados 1 - Prof. Mario César San Felice - Departamento de Computacao - UFSCar



Crescimento de fungoes

n 1073 1076 1079
log_2n 10 20 30

nAY2 32 1073 3*10"4

n 1073 1076 1079
nlog_2n 104 21077 3*10M0
n"2 10”6 10M2 10718

n"3 1079 10M8 10727

27n 107300 107300000 107(3*1078)
Interpretagéo temporal considerando um computador de 1GHz

n 1073 1076 1079
log_2n <<1s <<1s <<1s

n7Yz <<1s <<1s <<1s

n << 1s <<1s 1s
nlog_2n <<1s <1s 30s

n?2 <<1s 16 min 31 anos
n*3 1s 31 anos 31709791 milénios
2Mn esquece...
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