Algoritmos e Estruturas de Dados 2 (AED2)
Filas de prioridade (heap) e
ordenacgao por selegao eficiente (heapSort)

Filas de prioridade sdo um tipo abstrato de dados
e em que cada elemento esta associado a um valor,
o que indica sua prioridade,
e e que generaliza tanto filas quanto pilhas.

Uma fila de prioridades suporta operacgdes de:
e insercao de um elemento com um certo valor de prioridade,
e edicdo da prioridade de um elemento (operagdo menos comum),
e remocédo do elemento com maior (ou menor) prioridade.
o Esta operagao nao atende maior e menor simultaneamente.
m Porisso temos filas de prioridade de maximo
e e filas de prioridade de minimo.

Quiz1: Conhecendo a definicdo e operagdes suportadas por uma fila de prioridade,
e como definir as prioridades dos elementos,
o para que uma fila de prioridade se comporte como uma fila?
e E para que ela se comporte como uma pilha?

Para simplificar, ao longo desta aula vamos supor que

o o valor de cada elemento corresponde a sua prioridade,
e e vamos focar na versdo de maximo da fila de prioridade.

o Destacamos que é simples transformar a implementacao

m de uma fila de prioridade de maximo
e em uma fila de prioridade de minimo.

e Quiz2: Como usar uma fila de prioridade de maximo para

o obter o comportamento de uma fila de minimo?

Implementacao de uma fila de prioridade usando Heap

Heap é uma estrutura de dados eficiente para implementar Filas de Prioridades.
e Exemplo de um heap de maximo:
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Um heap de maximo € uma arvore binaria completa ou quase-completa,
® Cujos nos respeitam a propriedade do heap de maximo.

Definicdo de uma arvore binaria:
e Temos a propriedade recursiva, segundo a qual toda arvore binaria
o € um elemento com uma subarvore esquerda e uma subarvore direita
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© Ou é uma arvore vazia.
e Adicionamos a propriedade recursiva que
1. cada elemento de uma arvore tem no maximo um pai,
a. sendo que o unico elemento sem pai é a raiz.
2. os filhos esquerdo e direito de cada elemento sao distintos.
e A propriedade recursiva vai nos ajudar a pensar nas operagoes.

Numa arvore binaria completa
o cada nivel p tem 2*p nés.
e Lembrando que a raiz fica no nivel 0
o e que o nivel aumenta cada vez que
m vamos de um no para seu filho esquerdo ou direito.

Numa arvore binaria quase completa
e cada nivel p tem 2%p nos,
o com a possivel excegao do ultimo nivel.
e Se for esse 0 caso, no ultimo nivel as posi¢gdes dos nds
o sao preenchidas da esquerda para a direita, sem espacgos vazios.

Definimos a altura de um né x como sendo o comprimento
e do maior caminho de x até uma folha de sua subarvore,
o i.e., 0 numero de saltos entre nés em tal caminho.
e A altura (h) de uma arvore € a altura do no raiz da mesma.

Queremos descobrir a altura (h) de uma arvore binaria quase completa com m nés,
e ou, de modo equivalente,
o 0 numero de niveis que um heap com m elementos possui,
® pois isso sera relevante para entender
o a eficiéncia de operagdes que manipulam um heap.
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Para tanto, vamos considerar algumas questoes:
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e Quantos ndés cabem no nivel h de uma arvore binaria completa?
o Javimos que sao 2*h nods.
e Quantos n6s cabem numa arvore binaria completa com ultimo nivel (ou
altura) h?
o Também ja vimos que sdo 2*(h + 1) - 1 nos.
m Entdo, o nUmero de nés m <=2%h + 1) - 1.
e E quantos nés cabem nos primeiros h niveis dessa arvore,
m i.e., nosniveisentre 0eh-1?
o Sadao2Mh-1+1)-1=2"h-1nbds.
m Assim, o numero de nés m >= (2*h - 1) + 1 = 2*h.
e Portanto,
m 2*’h<=m<=2*h+1)-1
m 2*h<=m<2*h +1)
m h<=lg(m)<h+1
Ou seja, o maior nivel de um heap com m elementos é piso(lg m).

A propriedade do heap de maximo diz que
e 0 valor da prioridade de um n6 é >= que a prioridade de seus filhos.

fed N

e Note que a propriedade do heap ndo nos permite comparar
o os valores de um filho esquerdo e de um filho direito.
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O fato do heap ser uma arvore binaria quase completa,
e permite que ele seja implementado em um vetor,
o como mostra o seguinte exemplo:
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e Em tal implementacgao o vetor é preenchido da esquerda para a direita,
o € 0s nods da arvore sao contados/numerados de cima para baixo
m €, em cada nivel, também da esquerda para a direita.
e Desse modo, o numero associado a cada n6 da arvore
o corresponde a seu indice no vetor.

De modo geral, implementamos um heap com m elementos
o emum vetor v que comegcaem O e vaiatée m- 1.
e Para tanto, dado um elemento na posicao i,
o € essencial saber quem é pai, filho esquerdo e filho direito de i.
e Para tanto, podemos usar as seguintes formulas:
#define FILHO _ESQ(i) (2 * i + 1)

#define FILHO DIR(i) (2 * i + 2)
#define PAI(i) ((i - 1) / 2)
e Verifique que elas funcionam corretamente no heap do exemplo anterior.

Observe que, o no raiz, que nao tem pai, fica na posicao 0.
e Além disso, se FILHO_ESQ(i) ou FILHO_DIR(i) forem >=m,
o entao i ndo tem filho esquerdo ou direito, respectivamente.
e Note que o0s nds da segunda metade do vetor ndo tem filhos, ja que
o parai>=m/2temos FILHO_ESQ(i)=2*i+1>=2m/2+1>=m.
e De fato, em um heap (e em toda arvore binaria quase completa),
o o numero de folhas (n6s sem filhos) é pelo menos metade do total.

Para obter uma intuicdo do porque o indice de umné i
e ¢ aproximadamente metade do indice de seus filhos, observe que,
o numa arvore binaria quase completa o numero de nds antes de i €
m aproximadamente igual ao numero de nos entre i e seus filhos.
e Para uma explicagdo mais precisa, considere a analise do seguinte exemplo:
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Agora vamos estudar as duas fungdes mais importantes para manutencao do heap.

Sobe Heap
e Veremos esta funcao aplicada a insercdo de um novo elemento no heap,
O que € seu uso mais comum.
e Também a utilizaremos para construir um heap a partir de um vetor.

EW@ Jammnwamhw?
Mmdef,{lumc,o@m{%hmp

%é

(3 |
@‘gim & od

3

T[4

Algoritmos e Estruturas de Dados 1 - Prof. Mario César San Felice - Departamento de Computacao - UFSCar



Caodigo da sobeHeap:

void sobeHeap(int v[], int pos) {
int corr = pos;
while (corr > @ && V[PAI(corr)] < v[corr]) {
troca(&v[corr], &v[PAI(corr)]);

corr = PAI(corr);

e Exemplo de uso da sobeHeap:
printf("Testando sobeHeap com elemento da ultima posicao\n");

sobeHeap(v, m - 1);

Corretude e invariante da sobeHeap:
e O invariante principal que vale no inicio de cada iteragao é
o todo elemento em v[0 .. pos] respeita a propriedade do heap,
m exceto, possivelmente, pelo elemento corr.
o lIsto é, v[i] <= v[PAI(i)] = Vv[(i - 1) / 2] vale para todo i != corr.

Eficiéncia da sobeHeap: numero de operagdes é O(log pos) = O(log m),
e pois no inicio corr = pos e em cada iteracao corr é dividido por 2.

A seguir apresentamos o codigo da fungao insereHeap, que
o implementa uma das operagdes fundamentais da fila de prioridade.
e Esta funcao coloca o novo elemento na proxima posicéo disponivel no vetor,
o e invoca sobeHeap para restabelecer a propriedade do Heap.
m Porisso, sua eficiéncia € O(Ilg m).
int insereHeap(int v[], int m, int x) {
vim] = X;
sobeHeap(v, m);

return m + 1;

e Exemplos de uso da insereHeap:
printf("Inserindo novo elemento no max heap\n");

m = insereHeap(v, m, 999);

printf("Criando novo max heap usando insereHeap - ordem
direta\n");

m= 0;

for (i = 0; i < n; i++)

m = insereHeap(v, m, i);
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printf("Criando novo max heap usando insereHeap - ordem
inversa\n");

m= 0;

for (1 = 0; i < n; i++)

m = insereHeap(v, m, n - i - 1);

Uso da sobeHeap para reorganizar um vetor transformando-o em um Heap:
printf("Criando um max heap mandando todos subirem da esquerda

pra direita\n");
for (i = 1; i < m; i++)
sobeHeap(v, i);

e Quiz3: Qual a eficiéncia deste algoritmo?
o O(m Ig m), pois invoca sobeHeap m vezes.

Desce Heap
e Veremos esta fungéo aplicada a remogao de um elemento do heap,
O que é seu uso mais comum.
e Também a utilizaremos para construir um heap a partir de um vetor.
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Cddigo da desceHeap:

void desceHeap(int v[], int m, int pos) {
int corr = pos, filho;
while (FILHO_ESQ(corr) < m && (v[FILHO_ESQ(corr)] > v[corr]
| | (FILHO_DIR(corr) < m && V[FILHO_DIR(corr)] > v[corr])))

filho = FILHO_ESQ(corr);

if (FILHO_DIR(corr) < m && V[FILHO_DIR(corr)] > v[filho])
filho = FILHO_DIR(corr);

troca(&v[corr], &v[filho]);

corr = filho;

Algoritmos e Estruturas de Dados 1 - Prof. Mario César San Felice - Departamento de Computacao - UFSCar



e Exemplo de uso da desceHeap:
printf("Testando desceHeap com elemento da primeira posicao\n");

v[e] = 0;
desceHeap(v, m, 0);

Corretude e invariante da desceHeap:
e O invariante principal que vale no inicio de cada iteragao é
o todo elemento em v[0 .. m - 1] respeita a propriedade do heap,
m exceto, possivelmente, pelo elemento corr.
o lIsto é, v[i] >= v[FILHO_ESQ(i)] = v[2 *i + 1]
m e V[i] >= Vv[FILHO_DIR(i)] = v[2 *i + 2] vale para todo i != corr.

Eficiéncia da desceHeap: numero de operagdes € O(lg m),
e pois em cada iteracdo descemos um nivel na arvore do heap
o e o maior nivel é piso(lg m).

A seguir apresentamos o cédigo da fungado removeHeap, que
o implementa uma das operagdes fundamentais da fila de prioridade.
e Esta funcido remove e devolve o elemento maximo,
o que esta na primeira posigao do vetor.
e Para ocupar essa posigéo vaga,
o ela move o ultimo elemento do vetor para a primeira posigao.
e Entao, ela invoca desceHeap para restabelecer a propriedade do Heap.
o Porisso, sua eficiéncia é O(lg m).
int removeHeap(int v[], int m, int *px) {
*px = v[O];
troca(&v[0], &v[m - 1]);
desceHeap(v, m, 0);

return m - 1;

e Exemplo de uso do removeHeap:
printf("Removendo o maior elemento do vetor usando

removeHeap\n");

m = removeHeap(v, m, &x);

Curiosidade: E possivel usar a funcdo desceHeap para reorganizar um vetor
o de modo a transforma-lo em um heap.
e De fato, essa implementagao é particularmente eficiente.

Heaps séo estruturas de dados muito eficientes
o para implementar filas de prioridade.
e Por isso, sempre que estiverem resolvendo um problema
o e perceberem que seu algoritmo busca repetidamente
m pelo maior (ou menor) elemento de um conjunto,
o devem desconfiar que um heap tornara seu algoritmo mais rapido.
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Quiz4: Como alterar os cédigos para transformar
e um heap de maximo em um heap de minimo?

Quiz5: Considere que uma operacao de edicio alterou a prioridade
o de um elemento i de um Heap, alocado em um vetor v[0 .. m - 1].
e Podemos usar as fungbdes sobeHeap e desceHeap
o para restaurar a propriedade do Heap.
e Supondo que a edi¢do reduziu a prioridade de V[i],
o qual fungdo usar e quais os parametros da chamada?
e Responda a mesma questao,
o no caso da edigédo ter aumentado a prioridade de V[i].

Ordenacéo por selecao eficiente (heapSort)

Na maioria das aplica¢des do Heap,
e percebemos que ele pode ajudar a melhorar um algoritmo,
o quando o mesmo realiza sucessivas requisi¢des
m pelo elemento maximo (ou minimo) de um conjunto.
e |sto acontece em inumeras situagdes,
o como quando temos que decidir o préximo evento a ocorrer,
m sendo cada evento associado a uma importancia ou tempo.

A aplicacdo do heap que veremos envolve o problema da ordenacgéo,
e no qual queremos colocar em ordem crescente um vetor v de tamanho n.

Comegamos relembrando a ideia do selectionSort,
e que percorre o vetor da esquerda para a direita
o e em cada iteragdo busca o menor elemento do sufixo do vetor
m colocando este na posigao corrente.

Como este algoritmo realiza sucessivas buscas pelo menor elemento,
e ¢ um candidato natural a ser melhorado usando um Heap.

Da unido da ideia do selectionSort com a estrutura de dados heap

e surge o algoritmo heapSort, cuja ideia é:
o Colocar os elementos do vetor em um heap,
o em cada iteragao extrair um elemento do heap,
o e coloca-lo na posicéo correta no vetor ordenado.

e Como cada extragdo do heap leva tempo O(log n),
o e sao necessarias O(n) extracoes,

e esse algoritmo deve levar tempo O(n log n) para ordenar o vetor.
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Entrando um pouco mais nos detalhes técnicos desse algoritmo,
e primeiro re-organizamos os elementos do vetor
o de modo a construir um heap de maximo.
e Entdo, em cada iteragdo, extraimos o maior elemento do heap
o e o colocamos na ultima posi¢gao do vetor corrente.

& m- | o m-\

e Quiz6: Por que usamos um heap de maximo, e nao de minimo?

Cddigo do heapSort1:
void heapSortl(int v[], int n) {

int i, m;

for (1 = 1; i < n; i++)
sobeHeap(v, i);

for (m =n; m > Q; m--) {
troca(&v[0], &v[m - 1]);

desceHeap(v, m - 1, 0);

e Exemplo de uso do heapsort1:
printf("Ordenando com heapSortl\n");

heapSortl(v, n);

Corretude e invariante do heapSort1:
e Os invariantes principais, que valem no inicio do segundo lago s&o
o V[0..n-1]éuma permutacéo do vetor original,
o v[m..n- 1] esta ordenado em ordem crescente,
v[0 .. m - 1] € um heap de maximo,
viD..m-1]<=v[m..n-1].
e Note que esses invariantes implicam a ordenagdo do vetor na ultima iteragao.

O

o

Eficiéncia de tempo do heapSort1:
e O algoritmo executa da ordem de n Ig n operagdes, i.e., O(n log n),
o pois tanto o primeiro quanto o segundo lagos executam O(n) vezes
e e em cada iteragdo invocam uma operagao do heap que leva tempo O(log n).

Animacao: Visualization and Comparison of Sorting Algorithms -
www.youtube.com/watch?v=Z2ZuD6iUe3Pc
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