AED2 - Aula 1905
Ordenacao por intercalacao (mergesort)

O problema da ordenacao

Definicao de ordenacao (crescente)

e Um vetor v[0 .. n — 1] esta ordenado se \/Y_O.,\ é N iﬂ é \/ 113 é & \/lﬂ-l.}

Definindo o problema da ordenacao:
e Dado um vetor v de tamanho n,
o permutar os elementos de v até ele ficar ordenado.

Exemplo:
e Entrada

7| ss | | o4 | Sa | | se. | 8

e Saida

11 ] 22 [ 33 |44 | o5 | 66 | 27 | &8

Relembrando

Vimos algoritmos iterativos simples com tempo O(n”A2) no pior caso:

b\

o insertionSort, —& | @dMJeO l

e selectionSort, — % i
e bubbleSort. ~
e

|

Também vimos o heapSort, que usa a estrutura de dados Heap
e para melhorar o selectionSort e atingir tempo O(n log n).
7/

Na aula de hoje

Veremos trés tépicos extremamente importantes:
e Técnica de projeto de algoritmos divisdo-e-conquista.
o Permite obter algoritmos nada ébvios e muito eficientes.
e Algoritmo de ordenacdo mergeSort,
o classico e ainda relevante.
e Arvore de recursdo para analisar eficiéncia de algoritmo recursivo.
o Pode ser generalizada no Teorema Mestre.
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Projeto de algoritmos por divisao e conquista
e Dividir: o problema ¢é dividido em subproblemas menores do mesmo tipo.
e Conquistar: os subproblemas s&o resolvidos recursivamente, sendo que os
subproblemas pequenos sao caso base.
e Combinar: as solugdes dos subproblemas sdo combinadas numa solugéo do
problema original.

Ideia do mergesort
e Dividir o vetor a ser ordenado em dois subvetores,
o cada um com metade do tamanho original.
e Ordenar cada subvetor recursivamente,
Jraenat
o sendo que subvetores com Q_ou 1 elementos ja estdo ordenados.
e Intercalar (merge) os subvetores ordenados resultantes.

Exemplo:

77 55 11 44 33 22 88 66

e Dividir em dois subvetores.
(23] 55 v [ual [33]2af€&lec]

e Conquistar recursivamente (lembrar dos casos base).

Tl o5la7) Tz (53] ¢61%8

e Combinar por intercalacdo (merge).

(11 (22033 ] 44|55 e |3388)

Algoritmo mergeSort recursivo

1% .. r-1 = et P P

void mergeSortR(int v[], int oF int r) {
oA
int m; L/"? PL n-i -
—~ if (r"—p>1)\{
~m=(p+r)/2;
mergeSortR(v, p, m); 7
_ merg (v, p, m) g™ AL R

P
mergeSortR(v, m, r); ‘
D ol 1] 1]

intercalal(v, p, m, r);

} ‘,4/‘ : \_/—\f__)

} R s P
e A questédo central é

o como fazer a intercalagcao (merge) com eficiéncia linear?

e Note que, se intercala levar tempo O(n”2), ndo ha esperanca
o desse algoritmo ser mais eficiente que os algoritmos elementares.
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Problema da intercalacao
e Dadosv[p..qg-1]ev|[q..r- 1] ordenados, obter v[p .. r - 1] ordenado.

P-ar $LI®e-r 0y
9-X N-p-1 Ao o> = Q-

Ideia: percorrer cada subvetor, colocando no vetor auxiliar

e 0 menor dentre os elementos correntes dg cada subvetor.
T 2 0 R L Y V'S

Exemplo: \ i I"l‘ll Fﬂ | 23 53] 4 ?ﬂ
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Algoritmo de intercalagdo de subvetores ordenados S

void intercalal(int v[], int p, int g, int r) {

— int i, j, k, tam;

A=p (d=a (k=0 tam=r-p;
— int *w = malloc(tam * sizeof(int));
while (@< 9)8& § < 1) {
if (WANE@VIE)) wik++] = viizs]; —> copio do 1° pluder
else ulke+] = VI3E); = cople do 2° Al
¥
—while (i < q) w[k++]7:ﬁy,[/i,,+¢}; -
{—while (3 < ) wlke+] = V[3++]5 ~—

for (k = 0; k < tam; k+;)7'
vip + K] = w[k];

— free(w);
}
Invariantes e corretude do intercalai: no inicio de cada iteracdo temos
~— o W[0..k-1] contém os elementosde v[p..i-1]ev[q..j-1],

—— o W[0 .. k - 1] esta ordenado,
o W0.k-1]&3V[i..q-1],
e W0. k-1&IV[j..r-1]

Eficiéncia de tempo do intercala:
e O numero de operacdes € linear no tamanho do subvetor sendo intercalado,
o ouseja, Of-p).= O (iou«)
e Para verificar isso, note que em cada iteracdo, de qualquer laco,
o ioujaumentade 1.
e Como icomecaem p e termina em q € j comega em g e termina emr,

o temos (gph'g)-f(n-%) = é\—pw‘ﬂ—@k: ﬂ-p > 7(ow\



Curiosidade:
e Sedgewick propde uma versao interessante do algoritmo de intercalacao,
o chamado intercalacdo com sentinelas.

0-2=> 9P} 3P 4—3 R-p-L
o Qomess | | diosot)
-

S e —

void intercala2(int v[], int p, int g, int r) {

<

int i, j, k, *w;
~ w = malloc((r - p) * sizeof(int));
L@1lL° for (i = p; i < q; ++1)
do pophdel ) - viil;
4 pio  rfor (j = ;) j < r; ++j)
Jo *%WM'“[ Wl(r - p - 1O (FIEI] - (V1315)
pred 06 i-o0; e \_
j=r-p-1;
for (k = p; k< R; ++k)

QTJ;GO/lL if (<w[1] <;_WW
o ¥ VI =i

else
v[k] =w[]--15
~ free(w);

e \océ consegue entender por que a fungao anterior funciona?
o Por que ela ndo precisa de lagos para copiar as sobras do primeiro ou
segundo subvetor?
e Quais os invariantes do seu lago principal?
e FEla é estavel? l.e., elementos iguais tem sua ordem relativa preservada?
o Considere o caso em que existe repeticdo do maior elemento
m e essas repeticdes estao no final do 2° subvetor.
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Relembrando o codigo do mergeSort recursivo:

void mergeSortR(int v[], int p, int r) {
int m;
~if (r - p > 1) {

— m=(p+r)/ 2;
mergeSortR(v, p, m); jlj\
mergeSortR(v, m, r); ‘- °w

— intercalai(v, p, m, r‘)\jx/

}
}

Corretude do mergeSort (por indugcdo matematica):
e Pelo caso base p >=r - 1 sabemos que nosso algoritmo devolve
o subvetores ordenados quando estes tem tamanho menor ou igual a 1.
e Supondo que nosso algoritmo ordena um subvetor de tamanho n/2,
o verificamos que ele ordena um vetor de tamanho n,
m uma vez que a funcao intercala funciona corretamente.
e Note que é necessario provar, usando invariantes, a corretude dessa funcao.

Eficiéncia de tempo do mergeSort:
e Usamos uma arvore (binaria) de recursao na analise.

0 N = m/ye

N/ = w/q1 \ / \H ’_L N

2 rn/q-.m/ls — l:ll‘/\'\'//l ‘-
/\ /\ / D &: 3
> M/& - m/q> N UD UU -

tam. subprob. nivel i = # subprob. nivel i= ) * # niveis = j_ + ,Qy 47

‘LD&Jg



tam. subprob. nivel i = ?—? # subprob. nivel i = ;l‘ # niveis = | + ’Qj n

e Curiosidade: outra maneira de chegar ao # de niveis igualalog_2 n + 1, é:
o no nivel 0 temos n elementos no vetor,
o log_2 n é o numero de vezes que podemos dividir n por 2
m antes dele se tornar menor ou igual a 1 (caso base).

Questao chave: qual o trabalho (ndo recursivo) realizado por nivel da arvore?
e Uma chamada do mergeSort realiza basicamente um teste,
o seguido de duas chamadas recursivas e uma chamada de intercala.
e Como intercala é uma funcdo com eficiéncia linear, 4. €., O Ao MJMW&@)
o o trabalho ndo recursivo realizado por mergeSort pﬁeaﬂg.ieg
m num vetor de tamanho m € ¢ * m, para alguma constante c.
Assim, o trabalho realizado por problema do nivelié (¢, m/gf
Portanto, o trabalho realizado por nivel da arvore é dado
o pelo numero de subproblemas por nivel vezes
m O trabalho nao recursivo realizado por subproblema, i.e.,

Thob () = w#tbpol (4). <. .;/c;j‘x{—crn o(m

e Por fim, o trabalho total € dado pela soma no numero de niveis da arvore
o do trabalho realizado por nivel desta,

[ E \sum_{j=0..log_2 n} ¢*n = ¢*n \sum_{j=0..log_2 n} q
e =c'n*(1+lo 2n)—cn|og_2n+cn:0(n|og
Toodn Tdell = L 25 Cm = c.n (L4 ngm) ( Qg fw)
e Numa comparagao rapida, para 10/\6 e 1019 temos:
N 10° | fo¥
Qg w 20 \ 30
mbgm | 2.107 |3 10"
e ‘oc& otd J

e Supondo um computador de 10 GHz (i.e., 10710 operag¢des por segundo),
o quanto tempo um algoritmo de ordenagao O(n log n) leva para
m ordenar vetores de 106 e 1079 elementos, respectivamente?
e Responda as questdes anteriores para um algoritmo de ordenacéo O(n2).

Estabilidade:
e Ordenacdo do mergeSort € estavel, desde que a intercalagdo seja.
o Por que? Mostre que isso vale usando inducao.

Eficiéncia de espaco:
e Ordenacédo nao é in place, pois usa a rotina intercala
o que precisa de vetor auxiliar (e portanto memoria)
m proporcional ao tamanho dos vetores sendo intercalados.

Curiosidade:
e Podemos usar o algoritmo insertionSort como caso base do mergeSort.
e Isso € interessante porque o insertionSort tem constante menor que o
mergeSort, sendo por isso mais rapido quando n € pequeno.



Bonus: algoritmo mergeSort iterativo,
e Que em cada iteracao percorre o vetor
o intercalando pares de blocos de tamanho b.
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e Note que, b dobra de tamanho a cada iteracao.

void mergeSortI(int v[], int n) {

int b = 1; \o*\O
while (b < n) { 0\ _ o0+ db
int p = 0; — /rl _E/H%_\_}n v

while (p + b < n) { l
/ —int )= p @ —— o —
if@ r=n; b b

— intercalal(v, p, p + b, r);

. p=pe2%b; — P

Animacao:
e Visualization and Comparison of Sorting Algorithms -
www.youtube.com/watch?v=ZZuD6iUe3Pc


http://www.youtube.com/watch?v=ZZuD6iUe3Pc

